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Objectifs du Chapitre

expliquer les va-
riations d’une variable quantitative, appelée variable réponse, en fonction de
deux variables qualitatives, appelées variables explicatives (ou facteurs).

. Ecriture du modele
. Ajustement (estimation) du modele grace aux données

. Vérification de la validité des hypotheses faites dans le modele

1
2
3
4. Test de la pertinence des différents éléments du modele
5. Critique du modéle

6

. Conclusion
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Objectifs

la direction du vent et la météo ont-t-elles une influence sur le
maximum de concentration d’ozone observé sur une journée ?

la concentration en ozone (MaxO3).

la direction du vent (vent) et la météo (temps).

donnees <- read.table("../data/ozone.txt", header = TRUE,
colClasses = c(rep("numeric", 11),
rep ("factor", 2)))
attach (donnees)
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Analyse descriptive



Résumés numériques et graphiques

On an = 112 observations et 4 niveaux ou modalités (valeurs possibles) pour
le vent et 2 modalités pour le temps :

levels (vent)

[1] "Est” "Nord" "Ouest" "suq'299regate(

list (max03 = max03),
levels (temps) list (vent = vent, te = temps),
[1] "Plyuie" "Sec" mean
)
vent temps max03

table (vent) 1 Est Pluie 70.500

N 2 Nord Pluie 68.700

Est  Nord Ouest sud 3 Ouest Pluie 71.962

10 31 50 21 4 Sud Pluie 91.400

5 Est Sec 114.375

table (temps) 6 Nord Sec 94.429

temps 7 Ouest Sec 98.500

Pilwia See 8 Sud Sec 106.000
43 69
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Résumés numériques et graphiques
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vent

la météo semble avoir une influence sur la concentration
en ozone. La conjonction de la direction et de la météo n’est pas évidente.
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Graphe des interactions
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Ecriture du modele



Le premier facteur a I modalités. Le second facteur a | modalités.

Chaque modalité du premier facteur, respectivement du second facteur, est
codée par un entier i, 1 € [1, 1], respectivement par un entier j, i € [1,]].

Pour les modalités i et j, on dispose de n; ; observations.

sur nos données, I = 4, Est = 1, Nord = 2, Ouest = 3, Sud = 4, et
] = 2, Pluie = 1, Sec = 2. On a par exemple n, 1 = 10.

on note yi j,k la valeur de la variable réponse pour la k-
éme observation de la modalité i pour le premier facteur et de la modalité j
pour le second facteur.

sur nos données ya,2,3 désigne le maximum de concentration d’ozone
observé la 3-eme journée ot il y a eu un vent du sud et un temps sec.
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Modele régulier

On suppose que i j,k est la réalisation d"une variable aléatoire Yi j i telle que :
Yije = Hij T ek 1Si<I=4 T<j<J=2, T<k<ng,

Li,; sont des parametres inconnus (p; représente la moyenne attendue de
la concentration en ozone maximale journaliere pour la direction de vent i

et le temps j)

€1,k est une variable aléatoire appelée bruit, telle que toutes les variables
aléatoires (¢;j,x) sont indépendantes, d’espérance nulle et ont la méme

variance, égale a o’ (parametre inconnuy).

les variables aléatoires €,k
sont indépendantes et identiquement distribuées de loi (0, o?).

Pour les mémes niveaux i et j, les variables aléatoires Y j x sont
i.i.d. suivant la loi normale N (i j, 0°).
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Modele régulier — Ecriture matricielle

Le modele peut s’écrire

Y=Xu+e avec p=(p,1,...,015)7,

et
Yi,11 1 0 . ... 0 €1,1,1
Yi,1,m 4 1 0 ee ... 0 E1,1,n7 4
Yi1,2,1 o 1 0o ... o0 €1,2,1
Y = ’ , X= : : : : et &= ’ ~NO,GZ]I .
Yi,2,n , o 1 0o ... o0 €1,2,n7 » ( n)
Yi,51 0 ... ... 0 1 €n,5,1
YI»TJLI,] 0 0 1 EI‘I‘HI’]
on parle de modeéle régulier car la matrice X est de plein rang en
colonnes.
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Modele régulier — Estimation du modele

On retrouve les mémes formules et propriétés que dans le cas de la régression
linéaire multiple.

(variable aléatoire)

~ - - 15 v
H=(X"X)'XY ~ = — D Yijk = Yije.
bl k=1

Pour les modalités i € [1,1] etj € [1,]], on obtient que les variables ajustées
Yi,j,x sont égales a [1; 5, i.e., la moyenne des observations pour ces deux moda-
lités.

(variable aléatoire)

reg <- lm(maxO3 ~ vent % temps - 1, data = donnees)
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Modele singulier

Pour mieux analyser I'influence des facteur, on décompose i ; sous la forme
Mij = B+ o+ B+ i

u (parametre inconnu) : effet moyen/référence,

o (parametres inconnus) : effet principal du niveau i du premier facteur,

B; (parametres inconnus) : effet principal du niveau j du second facteur,

Yi,j (parametres inconnus) : effet d’interaction entre le premier facteur de
niveau i et le second facteur de niveau j.

On suppose alors que yi,j,« est la réalisation d"une variable aléatoire Y;,; i telle

que:
Yijk = ptoitBityijte, 1<i<I=4, 1<j<J=2, 1<k<ng;.
les variables aléatoires €1,k
sont indépendantes et identiquement distribuées de loi A'(0, o).
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Modele singulier

Cette nouvelle écriture conduit a un probléme d’identifiabilité :

On a décomposé I x | parametres en 1 4+ 1+ ] + I x ] parametres. Mais on
ne dispose que de I x ] facteurs/équations ~~ singularité du modele.

Ayant 1 + [ + ] parametres « en trop », il faut imposer 1 + I + J contraintes
pour pouvoir ajuster le modele.
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Ajustement du modéle du modeéle
singulier



Contraintes et identifiabilité

(~ modele régulier)
n=0, Vie[lLI],x =0, Vjel[l]],B;=0.

les 1-ers niveaux de chaque facteur
servent de niveaux de référence. C’est la

=0, B1=0, Vie [[1vI]]a Vj € [[]a”]) Y1,5 = Yin =0.

J I
D w=0, > B;=0, Vie[L,1,D vij=0, Vie[L,J], Y vi;=0.

i=1 j=1 j=1 i=1
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Estimateurs et estimations

les estimateurs des parametres inconnus dépendent des contraintes
choisies. On considere ici la contrainte par défaut de R

X1 ZO, [3] = O, Vie [[1,1]], V] S [[],H], Y1, =Yi,1 = (0

(variables aléatoires). L'estimateur [t de p est donné par
H=H,1=Y11..

Pour tout i € [2,1],j € [2,]], les estimateurs &; de v, B; de B; et yi; de yi;
sont donnés par

o =Yi1e— Y116y, Bj =Y1j6— Y116, Yij = Yije—Yile— Y1 je+Y1 10.
(valeurs numériques calculées sur les données)
& =VYite —Yi,1e»

ﬁObS :ghlo et Vie [[2» I]]) j € [Z) ]H) B;)bs :gl,j. _gl‘hv

obs _ — ot = s
Yij = Yije — Yi,le — Yl,je T Y1 10"
1
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Variables ajustées et résidus

(variables aléatoires)
Yijk=Yije, 1<i<L 1<5<] 1<k<ng.
(réalisations sur les données)

Yijk =Tijer 1<1<L 1<i<], T<k<ng,.

regs$fitted.values

(variables aléatoires) estimateurs des erreurs inconnues ¢ j,x (comme
en régression) :

i =Yij—Yijk =Yijk—VYije 1<i<I, 1<ji<], 1<k <ngy.

€iik = Yijk —Yijk =Yijk —Tije 1 SISLT1<G <,
1 S k S M.

reg$residuals
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Estimateur et estimation de o2

(variable aléatoire)

Cet estimateur vérifie

2

(=12~ — 1))

(réalisation sur les données)

3
5

i,j i,

I ] 1
PIPIPICIIEER 2P M) W TITE N

i=1j=1 i=1 j=1 k=1

=

3

—
—

~
I
~

summary (reg) $sigma”2
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Changement de contrainte — Quelles conséquences?

I'expression des estimateurs de i, 3 et v j,

I'interprétation des coefficients du modele et donc des hypotheéses des tests.

les variables ajustées et les résidus (les conclusions de I'analyse graphique
des résidus restent donc les mémes),

I'estimateur de o,
les conclusions des tests statistiques,

les prédictions.
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reg <- 1lm(maxO3

reg$coefficients

(Intercept)
70.5000
ventSud
20.9000

ventOuest:tempsSec
-17.3365

vent * temps, data = donnees)
ventNord ventOuest
-1.8000 1.4615
tempsSec ventNord:tempsSec
43.8750 -18.1464
ventSud:tempsSec
-29.2750
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Validité des hypothéses




Diagnostique des résidus

il faut regarder si les hypo-
theses du modele linéaire gaussien sont vérifiées sur nos données, i.e., les va-
riables aléatoires € j, i

(P1) sontindépendantes,

(P2) sont toutes d’espérance nulle (~~ la relation entre y et x est bien
affine),

(P3) ont la méme variance o (homoscédasticité),

(P4) suivent une loi normale.

(P1) : 'indépendance ne peut étre assurée que par le protocole expérimen-
tale.

(P2), (P3), (P4) : on fait la méme analyse graphique des résidus observés
que pour la régression. Pour (P2) et (P3), on veut le méme comportement
pour toutes les modalités.
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Avec R : 4 graphiques a analyser

par (mfrow = c(2, 2))

plot (reqg)
Residuals vs Fitted 2 Normal Q-Q
) 3 3 )
@ 504 % s o @ o
@ ° e $ o &
3 2572 °3 5 19
7] 044 l ,,,,,, N 04
o B
& 5. L 8 -11
T T |. T ' T < ° .I T T T T
70 8 9 100 110 3 2 -1 0 1 2
Fitted values Theoretical Quantiles
2 scale-Location 2 Residuals vs Leverage
S 2 3
=]
'g 1.54 &7? ° % 24 }o
= o0® ° [ ] x S oo 104
T 10q°® e - 11
N R ol B8 2% o~
S 051 S :
< S 14
ko] ]
5 0.0+%, . . . . 2 L '8 e | :
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~ Fitted values Leverage
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Tests d’hypotheses




Test du modele ou test de Fisher global

la direction du vent et la météo ont-t-elles une influence sur la
concentration en ozone ?

Mathématiquement, cela revient a tester

Ho : Yijx =pn+eijx, contre Hi: Vije=p+oi+B5+7vij+ ek

Le modele réduit (celui associé a Ho) ne fait intervenir que l'intercept et le
bruit.

11 s’agit du test de Fisher global vu dans le Chapitre 2 (pour IJ — 1 para-
metres testés). On connait donc la loi de la statistique de test sous Ho (loi
de Fisher F(I] —1,n —IJ)) ainsi que la zone de rejet du test pour un niveau
!
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Avec R : test du modele

summary (reg)

Call:
Im(formula = maxO3 ~ vent * temps, data = donnees)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-40.00 -15.97 -3.46 7.63 67.50

Residual standard error: 24.7 on 104 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.281,Adjusted R-squared: 0.232
F-statistic: 5.8 on 7 and 104 DF, p-value: 0.0000109

la p-valeur (derniere ligne) est inférieure a 5%. On rejette Ho
au niveau 5%. Le modele ANOVA explique mieux les données qu'un modele
avec une concentration constante. Au moins un des facteurs a un effet.
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Tests des effets

Chacun des effets (effet principal du vent, effet principal du temps,
effet d’interaction) dans le modele est-il indispensable ?

on teste si I'ajout d’un effet d’interaction a un
modele avec les effets principaux apporte de I'information sur la variable ré-
ponse.

on peut réaliser deux types de test.

l'ajout de I'effet principal d’un facteur est-il intéressant par
rapport a un modele constant?

L’ajout de 1’effet principal d’un facteur est-il intéressant
par rapport a un modeéle comprenant déja un effet?
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Une collection de modele

Pour identifier 'influence de chacun des effets, on va mettre en compétition
différents modeles.

Myt Yige =+ ek
Mot Yije =R+ i+ €k,
Mg o Yije =1+ Bj+ €ij ks
Mpap o Vi =1+ i+ B + €,
Myapy o Yigx =R+ o+ B +Vij + €k

M, :iln’y pas d’effet des facteurs.

M« : modele dit additif car il suppose I’absence d’interaction entre les
facteurs.

M.,y : modele dit complet car il prend en compte tous les effets (... Mais
il requiert beaucoup de parametres).
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Test pour des modeles emboités

on dit qu'un modeéle M, est emboité dans un modele M,

lorsque M; s’obtient en ajoutant des parametres & Mo. On note Mo C M.

pour tester I'intérét d’'un modéle My par rapport a un modele

Mo tel que Mo C My, on considere

Ho : le vrai modele est My contre H; : le vrai modele est M.

(SCRO 7SCR])/q Ho F(q,n—p)
~ — —{F n—p
SCRy/(n —p) Flgym—p), et R { >y ,}
—————
Estimateur de o2 pour M

q est le nombre de parametres supplémentaires a estimer dans M; par rap-
port a My et p est le nombre de parameétres a estimer dans M,

SCRy et SCR; sont respectivement la somme des carrés résiduelles pour
My et M.
P[F > fops), o1 Ol fops est la valeur observée de F.
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Avec R : test de I’effet d’interaction

Ho : le vrai modele est M «,p contre H; : le vrai modele est M, «,3,y-

le modele additif se déclare en utilisant + a la place de *

reg_add <- 1lIm(max03 ~ vent + temps, data = donnees)

Effet | Res.Df | RSS | df | sum of sq| F | PreoE)

Mypap | n-(p-9q) | SCRo

My o,y n—p | SCRy q | SCRo —SCR; | fops | p-valeur =
]P)[F>fobs}

Avec la contrainte par défautde R, q = (I—1)(J — 1) etp =1IJ.
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Avec R : test de I’effet d’interaction

anova (reg_add, req)

Analysis of Variance Table

Model 1: maxO3 ~ vent + temps

Model 2: max0O3 ~ vent x temps

Res.Df RSS Df Sum of Sqg F Pr (>F)
1 107 64446
2 104 63440 3 1006 0.55 0.65

On conserve 1'hypothese nulle au niveau 5% (p-valeur > 5%). Il n'y a pas
d’effet d'interaction.
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Test des facteurs

Si le test précédent conclut qu’on peut enlever I'effet d’interaction (on accepte
Ho), on cherche a tester 1'effet des facteurs.

si le test des interactions conduit au rejet de H, (il y a des inter-
actions entre les deux facteurs), ce qui suit est inutile : les deux facteurs qui
constituent cette interaction doivent impérativement étre introduits dans le
modele.

la variable temps est-elle pertinente ?

Ho : le vrai modele est M, « contre H; : le vrai modele est M, «,5.

la variable vent est-elle pertinente?

Ho : le vrai modele est M, g contre H; : le vrai modele est M, «,3.
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Avec R : test sur le facteur temps

la variable temps est-elle pertinente ?

Ho : le vrai modele est M, « contre 7H; : le vrai modele est M, 3.

modeéle ne contenant que le facteur vent

reg_vent <- Im(maxO3 ~ vent, data = donnees)

Efft | Res.Df | RSS | df | sum of sq| F | Pr(>F)
My« n-(p-q) | SCRo

Mo, n—p | SCRy q | SCRo —SCR; | fobs | p-valeur =

P [F > fobs}

Avec la contrainte par défautde R,onaq=]—letp=I1+]—1.
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Avec R : test sur le facteur temps

anova (reg_vent, reg_add)

Analysis of Variance Table

Model 1: maxO3 ~ vent
Model 2: maxO3 ~ vent + temps

Res.Df RSS Df Sum of Sg F  Pr (>F)
1 108 80606
2 107 64446 1 16159 26.8 1.1e-06 *x*xx*

Signif. codes:
0 "«xx' 0.001 "xx' 0.01 'x'" 0.05 '.'" 0.1 " "1

on rejette ’hypothése nulle au niveau 5% (p-valeur < 5%). Le
temps a un effet sur la concentration en ozone.
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Avec R : test sur le facteur vent

la variable vent est-elle pertinente ?

Ho : le vrai modele est M, 3 contre H; : le vrai modele est M, «,p.

modele ne contenant que le facteur temps

reg_temps <- Im(max0O3 ~ temps, data = donnees)

Efft | Res.Df | RSS | df | sum of sq| F | Pr(F)

My n-(p-q) | SCRo

My, o, n—p | SCRy q | SCRy —SCR; | fobs | p-valeur =
]P’[F>f0bs]

Avec la contrainte par défautde R,onaq=I1—Tetp=1+]—1.
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Avec R : test sur le facteur vent

anova (reg_temps, reg_add)

Analysis of Variance Table

Model 1: maxO3 ~ temps
Model 2: max0O3 ~ vent + temps
Res.Df RSS Df Sum of Sqg F Pr (>F)
1 110 68238
2 107 64446 3 3791 2.1 0.1

on conserve I'hypothese nulle au niveau 5% (p-valeur > 5%). La
prise en compte du facteur vent dans un modele qui contient déja le facteur
temps n’a pas 'air concluante.
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Avec R : anova et tests séquentiels

anova (reg_add)

On teste de fagon séquentielle M, v.s. M, « et M« V.S. Mo,

Effet ‘ Df ‘ Sum Sq Mean Sq | F value ‘ Pr (>F)
Mu,a I-1 SCRy — SCRy, & Sum Sq/Df fobs | P[F > fops]
My« J-1 | SCRy,« —SCRy,«,p | Sum Sq/Df fobs | P[F > fops)
Residuals | n—p SCRy,«,8 C

Avec la contrainte par défautde R,onap =1+]—1.
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Avec R : anova et tests séquentiels

L'ordre de la formule dans 1m est 'ordre dans lequel j'ajoute les variables.

La statistique de test est construite avec 'estimateur de la variance pour le
modele le plus complet (i.e., celui ajusté avec la commande 1m pour créer
I'objet reg_add) et non l'estimation de la variance pour le modele de I'hy-
pothése alternative. Pour la premiére ligne, on a

(SCR, —SCR,,«)/(I—1)
SCRu,ap/(M—(1+]—1))

(SCR, —SCR,.«)/(I—1)
SCR},L,O(/(n - I)

#

fobs =

Cela explique les différences numériques que I'on peut avoir au niveau de
fovs et de la p-valeur par rapport aux résultats de 'TANOVA a 1 facteur.
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Avec R : anova et tests séquentiels

anova (reg_add)

Analysis of Variance Table

Response: max03
Df Sum Sg Mean Sgq F value Pr (>F)

vent 3 7586 2529 4.2 0.0075 %%
temps 1 16159 16159 26.8 1.1e-06 *x*x*
Residuals 107 64446 602

Signif. codes:
0 "«xx' 0.001 "xx' 0.01 '«'" 0.05 '.'" 0.1 " "1

on retrouve que l'ajout du facteur temps dans un modele qui
contient déja le vent est pertinent.
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Avec R : anova et tests séquentiels

on teste successivement M, v.s. M, g et My g v.is. My «p:

anova (Im (max03 ~ temps + vent, data = donnees))

Analysis of Variance Table

Response: max03
Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)

temps 1 19954 19954 33.1 8.3e-08 *x*x*
vent 3 3791 1264 2.1 0.1
Residuals 107 64446 602

Signif. codes:
0 "xxx' 0.001 "xx' 0.01 '«'" 0.05 '.'" 0.1 " "1
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Avec R : anova et tests séquentiels

on teste successivement M, v.s. My «, My « V.5. My« p et

Ma,p V8. Myuapy

anova (reqg)

Analysis of Variance Table

Response: max03
Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)

vent 3 7586 2529 4.15 0.0081 *x*
temps 1 16159 16159 26.49 1.3e-06 *xx*
vent :temps 3 1006 335 0.55 0.6493
Residuals 104 63440 610

Signif. codes:
0 "xxx' 0.001 "xx' 0.01 'x'" 0.05 '.'" 0.1 " " 1
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Avec R : Anova et tests séquentiels

library (car)

Anova (req)
On teste

My vs. Myuap, Muavis. Muap et Muap vis. Muapy.

Effet Sum Sq | Df | F value | Pr(>F)
Mo SCR, 5 — SCR, a.p e | PIF > fope]
Mu,a‘ﬁ SCRy, o — SCRLMX‘ﬁ Tl P[F > fops)
M By SCRy, a8 — SCRy, o,8,v fobs | P[F > fobs)
Residuals SCRy, «,8,v

Avec la contrainte par défautde R,onap =1+]—1.
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Avec R : Anova et tests séquentiels

Anova (req)

Anova Table (Type II tests)

Response: max0O3
Sum Sgq Df F value Pr (>F)

vent 3791 3 2.07 0.11
temps 16159 1 26.49 1.3e-06 xxx
vent :temps 1006 3 0.55 0.65

Residuals 63440 104

Signif. codes:
0 "x%xx'" 0.001 "x+x' 0.01 '"«' 0.05 '"." 0.1 " "1
on a les conclusions précédentes synthétisées en un tableau :

effet du facteur temps dans un modele contenant le vent (mais pas l'in-
verse),

il n'y a pas d’effet d’interaction des facteurs.
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Conclusion




Ce dont on n’a pas parlé...

l'interprétation du R? et du R? ajusté reste
inchangée. Sur notre exemple la capacité prédictive du modele est tres
faible (RZ2; = 0.23224).

cette question nous intéresse peu. Pour le mo-
dele factoriel, les nouvelles données pour la variable explicative sont une
des modalités. Le prédicteur pour une modalité est la moyenne empirique
associée aux données de la modalité. L'erreur de prévision est donc don-
née par l'intervalle de confiance pour l'estimateur de I'espérance d"une loi
normale de variance inconnue.
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Ma feuille de route pour 1’analyse de la variance a 2 facteurs

1. Charger les données, vérifier que les variables sont bien de la nature atten-
due (variable réponse quantitative et variables explicatives qualitatives).

2. Exploration des données et calcul de statistiques descriptives.

3. Ecrire le modele linéaire. Appliquer la fonction 1m aux données pour ajus-
ter le modele.

4. Analyser les graphes de résidus pour valider ou invalider les hypotheses
du modeles.

5. Faire le test du modele global : si on ne rejette pas ’hypothese Ho, on arréte
la, le modele linéaire n’est pas adapté.

6. Faire le test des interactions :

1. sion rejette ’hypothese Ho, on s’arréte la et on considere le modele com-
plet,

2. sion accepte 'hypothése Ho, on teste 1’effet des facteurs.

7. Critiquer le modele, conclure.
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