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Objectifs du Chapitre

expliquer les va-
riations d'une variable quantitative, appelée variable réponse, en fonction
d’une variable qualitative, appelée variable explicative (ou facteur).

. Ecriture du modele
. Ajustement (estimation) du modele grace aux données

. Vérification de la validité des hypotheses faites dans le modele

1
2
3
4. Test de la pertinence des différents éléments du modele
5. Critique du modele

6

. Conclusion

MLG - ANOVA (1 Facteur) (©Julien Stoehré& Achille Thin, EMSBD 2022) 2



Objectifs

la direction du vent a-t-elle une influence sur le maximum de
concentration d’ozone observé sur une journée?

la concentration en ozone (maxO3).

la direction du vent (vent).

donnees <- read.table("../data/ozone.txt", header = TRUE,
colClasses = c(rep("numeric", 11),
rep ("factor", 2)))
attach (donnees)
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Analyse descriptive



Résumés numériques et graphiques

On an = 112 observations et 4 niveaux ou modalités (valeurs possibles) pour
le vent :

levels (vent)

[l] "Est" "Nord" "Ouest" "Sud"

table (vent) 04
vent
Est Nord Ouest Sud ”
10 31 50 21 I

Nord Ouest sud
vent

équence
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Résumés numériques et graphiques

aggregate ( su

list (max03 = max03),

list (vent = wvent),

ean Ovest [ . .
) §

vent  maxO3 " "

1 Est 105.600
2 Nord 86.129
3 Ouest 84.700
4 Sud 102.524 @ w 0 ey

le vent semble avoir une influence sur la concentration
en ozone.
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Ecriture du modele



La variable qualitative a I modalités.
Chaque modalité est codée par un entier i, i € 1, I].

Pour chaque modalité i, on dispose de n; observations.

sur nos données, I =4, Est = 1, Nord = 2, Ouest = 3, Sud = 4. On
an; =10,n; =31, n3 =50 et ng = 21.

on note yi,; la valeur de la variable réponse pour la j-eme
observation de la modalité 1i.

sur nos données y4,3 désigne le maximum de concentration d’ozone
observé la 3-eme journée ot1 il y a eu un vent du sud.
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Modele régulier

On suppose que yi j est la réalisation d'une variable aléatoire Y; j telle que :
Yij=uite,, 1<i<I=4, 1<j<ny,

1, ..., 11 sont des parametres inconnus (u; représente la moyenne atten-
due de la concentration en ozone maximale journaliere pour la direction de
vent 1)

ei,j est une variable aléatoire appelée bruit, telle que toutes les variables
aléatoires (¢;,;) sont indépendantes, d’espérance nulle et ont la méme va-

riance, égale a o? (parametre inconnu).

les variables aléatoires ¢; j sont
indépendantes et identiquement distribuées de loi (0, o).

Pour un méme niveau i, les variables aléatoires Y; j sont i.i.d. sui-
vant la loi normale NV (i, 02).
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Modele régulier — Ecriture matricielle

Le modele peut s’écrire

Y=Xp+eg avec H:(th-,HI)T»

et
Y] N 1 0 e ... 0 €11
Y],T\] 1 0 0 El""]
Yz)] 0 1 0 000 0 €21
B N T - N T
Y=1vn, |" = o 1 o . o] ¢ £ ey, | VO
Y11 0 0 1 €11
YI»T\I 0 0 1 EI,nI
on parle de modele régulier car la matrice X est de plein rang en
colonnes.
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Modele régulier — Estimation du modele

On retrouve les mémes formules et propriétés que dans le cas de la régression
linéaire multiple.

(variable aléatoire)

o=(XX)'XY ~ m= T% ZYW = Vi

j=1

Pour une modalité i € [1,I], on obtient que les variables ajustées \A(-l,j sont
égales a [1;, i.e., la moyenne des observations pour la modalité.

(variable aléatoire)

1 ng
S PN Y

i=1 j=1

reg <- lIm(maxO3 ~ vent - 1, data = donnees)
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Modele régulier — Interprétation

On retrouve les sorties habituelles. Le test du modele ou test de Fisher global
(derniere ligne de la sortie de summary) n’a néanmoins pas une interprétation
intéressante.

Ho : Vie[1,I], wi =0, contre #;:3Jie[l,I], w#O0.

Ces hypotheses ne traduisent pas la question d’intérét : le facteur d’'intérét (la
direction du vent) a-t-il une influence sur la variable réponse (la concentration
en ozone) ? Mathématiquement, cette question se formalise par

Ho : 1 =...=u1, contre 7H;p : les y; nesont pas tous égaux.

Nous allons donc choisir une autre écriture du modele!
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Modele singulier

On décompose (i sous la forme p = p+ «; :
u est un parametre inconnu (effet moyen ~» la concentration moyenne de

référence en ozone),

®1,..., 00 sont des parametres inconnus (x; représente la différence par
rapport au niveau de référence ~~ l'effet de la direction du vent i sur la
concentration en ozone maximale journaliére par rapport au niveau de ré-
férence ).

On suppose alors que yi,; est la réalisation d’une variable aléatoire Y ; telle
que:

les variables aléatoires ¢; j sont
indépendantes et identiquement distribuées de loi (0, o?).
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Modele singulier — Ecriture matricielle

Le modele peut s’écrire

Y=XB+e¢ avec B=(x1,y...,000)7,

et

Y11 1 1 0
Yi,n 1o 0
Y21 1 [ 1 0

V= : T : :
Y2,n, 10 1 0
YI,1 1 0 0
Yin, 10 0

et

£1,n4
€21

£2,m,
€11

€I,np

~ N(0, 62In).

on parle de modele singulier car X n’est plus de plein rang en

colonnes (la premiere colonne est la somme des autres colonnes) ~+ probleme

d’identifiabilité (I + 1 parametres inconnus pour I facteurs/équations).
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Ajustement du modéle singulier



Contraintes et identifiabilité

Pour touti € [1,1], on a 'estimateur
ﬁi :A A nL Z]Yl,] = Ylo
j=

Afin de rendre le modéle identifiable (avoir une unique solution), il est néces-
saire d’introduire une contrainte sur les parametres.

cette contrainte correspond au modele régulier.

onaalors o = w et pour i > 2, i = py — 1. La premiere
modalité sert de référence pour l'effet moyen et les i, i > 2, représentent
les différences des autres modalités avec la modalité 1.

I'effet moyen p est alors la moyenne des effets de chaque
modalité.
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Estimateur et estimation de , «,..., &g

les estimateurs de p, a1, . .., o; dépendent de la contraintes choi-
sie. On consideére ici la contrainte «; = 0.

(variables aléatoires). On a 1 = p+ . Sous la contrainte oy =
0,ona p = . L'estimateur 1 de p est défini par

A:ﬁ ZYL]:*Y1-
j=1

De plus pour tout i € [2,1], i = p+ oy, ie., i = pi — = py — p1. Ona done
pour i € [2,1], l'estimateur x; de o

S—T T 1 = ] = _
o = H:nfg E;Yi,jleic_Yh-

(valeurs numériques calculées sur les données)

—~obs —

[ =Yie et Vie [[2)1]]) &?bszgio_y1o'

MLG - ANOVA (1 Facteur) (©Julien Stoehré& Achille Thin, EMSBD 2022) 14



Variables ajustées et résidus

(variables aléatoires)
?:X(ﬁ,&],...,&i).r, i.e., ﬂj:ﬂ., 1 Sigl, 1 S)S‘nl

(réalisations sur les données)

Uij =T, 1<i<I 1<j<ma

regs$fitted.values

(variables aléatoires) estimateurs des erreurs inconnues ¢ ; (comme

en régression) :
iy = Y _/Y\i,,j =Y —Yie 1<i<I, 1<j<ni.
€ =Yij —Yij =Yij — Yo, 1 SIS LT < <ma

reg$residuals
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Estimateur et estimation de o2

(variable aléatoire)

I ng I ng
R PR DI MUTEL

i=1 j=1 i=1 j=1

Cet estimateur vérifie

2
(n— 1)% ~x*(mn—1).

(réalisation sur les données)

I ny I ny
Py S Em Y S -l

i=1 j=1 i=1 j=1

summary (reg) $sigma”2
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Changement de contrainte — Quelles conséquences?

I'expression des estimateurs de u, o1, ..., «1,

I'interprétation des coefficients du modele et donc des hypotheéses des tests.

les variables ajustées et les résidus (les conclusions de I'analyse graphique
des résidus restent donc les mémes),

I'estimateur de o,
les conclusions des tests statistiques (influence ou non),

les prédictions.
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Avec R : ajustement du modéle

reg <- lm(maxO3 ~ vent, data = donnees)

reg$coefficients
(Intercept) ventNord ventOuest ventSud

105.6000 -19.4710 -20.9000 -3.0762

R indice les facteurs suivant 1’ordre alphabétique, i.e., (Est = 1, Nord = 2,
Quest = 3, Sud = 4).

(Intercept) représente 'effet de la premiére modalité Les autres coeffi-
cients sont la différence avec cette modalité.

On peut retrouver les estimations de p1, ..., s du modele régulier a partir
des sorties du modele singulier
coef (Im (max03 ~ vent - 1, data = donnees))

ventEst ventNord ventOuest ventSud

105.600 86.129 84.700 102.524
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Avec R : modification de la contrainte

onutiliseC (.. .)

on choisit la deuxieme modalité (Nord)
comme référence

1lm (max03 ~ C(vent, base = 2), data = donnees)

1lm (max0O3 ~ C(vent, sum), data = donnees)
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Exercice

I
Calculer les estimateurs de u, 1, . .., o1 sous la contraintes E oy =0.

i=1

Pour tout i € [i,I] ona p+ o = pi. Sous cette contrainte, on en
déduit donc que

1 I 1
D pta)=Ip=> u = H_};Hi-

i=1 i=1

On en déduit I’estimateur

I I
i=1) f=1) Ve
i=1 i=1

Par suite, i € [i,I], on a l’estimateur

el

I
& & oo 1 S
OCi:Hi_H:Yio_T;Yko-

MLG - ANOVA (1 Facteur) (©Julien Stoehré& Achille Thin, EMSBD 2022) 20



Validité des hypothéses




Diagnostique des résidus

il faut regarder si les hypo-
theses du modele linéaire gaussien sont vérifiées sur nos données, i.e., les va-
riables aléatoires ¢

(P1) sontindépendantes,

(P2) sont toutes d’espérance nulle (~~ la relation entre y et x est bien
affine),

(P3) ont la méme variance o (homoscédasticité),

(P4) suivent une loi normale.

(P1) : 'indépendance ne peut étre assurée que par le protocole expérimen-
tale.

(P2), (P3), (P4) : on fait la méme analyse graphique des résidus observés
que pour la régression. Pour (P2) et (P3), on veut le méme comportement
pour toutes les modalités.
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Avec R : 4 graphiques a analyser

par (mfrow = c(2, 2))

plot (reqg)
Residuals vs Fitted 2 Normal Q-Q
801 3 31 )
” §v ! D 25
T 407124 g8 o 2
3 3
| [ — H
(0] ©
S -1
0:—40' ° b4 g_z_ e®
T T T T |. < L T T T T T
85 90 95 100 105 & 2 -1 0 1 2
Fitted values Theoretical Quantiles
2 scale-Location 2 Residuals vs Leverage
=] =}
o T 31
D 1.5 S 2 ’ e °
= L] ]
° x 14 8
@O 1.0 ko]
N 2 o=
5 N
< 0.5 g -14
5 A
o 85 90 95 100 105 g 0.000 0025 0.050 0.075  0.100
~ Fitted values Leverage
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Tests d’hypotheses




Test du modele ou test de Fisher global

la direction du vent a-t-elle une influence sur la concentration en
ozone?
Mathématiquement, cela revient a tester
Ho : w1 =...=uy, contre Hj:3,i €[], w #w.
Sous la contraintes oy = 0, cela s’écrit
Ho:oa=...=; =0, contre H;:3I,i €[1,1], W # u.

Le modele réduit (celui associé a Ho) ne fait intervenir que I'intercept et le
bruit.

11 s’agit du test de Fisher global vu dans le Chapitre 2 (pour I—1 parameétres
testés). On connait donc la loi de la statistique de test sous #o (loi de Fisher
F(I—1,n—1)) ainsi que la zone de rejet du test pour un niveau o!
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Test du modele : retour sur la statistique de test et la zone de rejet

_SCM/(1—1) Ho o .
= SRy - FU-hn-D.

un test de niveau o de Ho contre H; a pour zone de rejet

R= (P>l ),

[0

P[F > fops), o1 fops est la valeur observée de F.

la formule SCT = SCM + SCR s’écrit

I ny

I ny I ny
33 (hy=VP=3 3 (Ry= VP43 3 (= Fog?
i=1j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

I I ny
= Zni(?u —V)Z —+ ZZ(Yi’j —Vi.)z.
i=1

i=1 j=1

Variation inter-groupes Variation intra-groupes
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Avec R : test du modele

summary (reg)

Call:
Im(formula = max03 ~ vent, data = donnees)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-60.60 -16.81 -7.36 11.48 81.30

Residual standard error: 27.3 on 108 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.086,Adjusted R-squared: 0.0606
F-statistic: 3.39 on 3 and 108 DF, p-value: 0.0207

la p-valeur (derniere ligne) est inférieure a 5%. On rejette Ho
au niveau 5%. Le modele ANOVA explique mieux les données qu'un modele
avec une concentration constante. La direction du vent a une influence.
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Comparaison des moyennes par modalité

si avec le test du modele on rejette '’hypothese d’égalité de tous
les parametres (1;, on conclut qu’au moins deux parametres p; et p;- sont dif-
férents. On peut donc chercher a identifier les couples (i,i’) pour lesquels

Hi 7 Hir

Pour comparer deux groupes ieti’ (aussi appelés traitements), on veut tester
Ho : wi =uwir contre Hi Wi # Wy
Il s’agit du test d’égalité des moyennes de deux lois gaussiennes de méme

variance inconnue.

~

T H
T BB Moo i),
e~ 1 1
02 (nii—i_“i/)

2P[T > |tops|], avec tops la valeur observée de T.
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Correction pour les tests multiples

: pour identifier TOUS les couples (i,1’) tels que pi # piv, il
faut réaliser I(I—1)/2 tests. On controle la probabilité de se « tromper » (rejeter
Ho a tort) pour chaque test mais pas la probabilité de se « tromper » au moins
une fois sur I'ensemble des test! Cette probabilité augmente mécaniquement
avec le nombre de tests réalisés.

pour tout couple (i,1'), on teste
a0 ol
Ho :mi=p contre My oo # Wir,
au niveau «, i.e., P {rejeter H})i/ ‘ H})i/ est Vraie} < «. On a alors

. -
PP[Se tromper au moins une fois] = P [re]eter au moins une H ;' { Hpy' est Vrale]

-1 I
< Z P[rejeter H(i)i/ ‘ H(i)i/ est vraie]
i=11/=i+1
-1 1
I(I-1)
< o= o
SR APEE
i=11/=i+1
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Correction pour les tests multiples : correction de Bonferroni

Pour o = 5%, des que I > 7, on obtient donc que
P[Se tromper au moins une fois] < 1.

Ona

chaque test est fait au niveau & = 2a/[I(I — 1)]

5 < «, il est donc plus difficile de rejet ?—l}f/,
le niveau global est «,
la est:

I(1—1)
2

X Z]P)[T> ‘tobs” = I(I - ])]P)[T> ‘tobs}-
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Avec R : comparaison 2 a 2 des moyennes par modalité

pairwise.t.test (donnees$max03, donnees$vent,

p.adjust.method = "none")

Pairwise comparisons using t tests with pooled SD
data: donnees$max03 and donneesS$Svent

Est Nord Ouest
Nord 0.05 - =
Ouest 0.03 0.82 -
Sud 0.77 0.04 0.01

P value adjustment method: none

les directions (Nord, Ouest) et les directions (Sud, Est) ont le
méme effet sur la concentration en ozone (p—valeur > 5%).
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Avec R : comparaison 2 a 2 des moyennes par modalité

pairwise.t.test (donnees$max03, donnees$vent,

p.adjust.method = "bonferroni")

Pairwise comparisons using t tests with pooled SD
data: donnees$max03 and donneesS$vent
Est Nord Ouest
Nord 0.32 - =
Quest 0.18 1.00 -

Sud 1.00 0.22 0.08

P value adjustment method: bonferroni
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Avec R : comparaison 2 a 2 des moyennes par modalité

pairwise.t.test (donnees$max03, donnees$vent,

p.adjust.method = "BH")

Pairwise comparisons using t tests with pooled SD
data: donnees$max03 and donneesS$vent
Est Nord Ouest
Nord 0.08 - =
Ouest 0.07 0.82 -

Sud 0.82 0.07 0.07

P value adjustment method: BH
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Remarque pour aller plus loin...

Si I'hypothese des résidus n’est pas vérifiée, il existe d’autres tests.

1. Pour vérifier que les distributions de deux modalités sont identiques. On
utilise le test des rangs

le test de Wilcoxon dans le cadre de deux échantillons indépendants,
le test de Mann-Whitney dans le cadre de deux échantillons appariés.

2. Le test de Kruskall-Wallis généralise le test de Wilcoxon et permet de tester
si plusieurs modalités ont la méme distribution.

MLG - ANOVA (1 Facteur) (©Julien Stoehré& Achille Thin, EMSBD 2022) 32



Test statistique : pertinence d'un coefficient (?)

Comment interprete-t-on le test de Student dont la p-valeur est
donnée dans la derniére colonne de Coefficients de la sortie de summary ?

Ce test correspond aux hypotheses
Ho : le parametre estnul contre 7H; : le parametre est non nul.

Sous la contrainte «; = 0, le test sur l'intercepte permet donc de décider si
l'effet de la modalité de référence (celui associé a la modalité 1) est nul ou
non. Pour les autres coefficients, le test permet de décider si I’effet du facteur
est le méme ou non que celui du facteur de référence.

Ce test a en pratique peu d’intérét car 'interprétation de ses hy-
potheses dépend de la contrainte.
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Conclusion




Ce dont on n’a pas parlé...

l'interprétation du R? et du R? ajusté reste
inchangée. Sur notre exemple la capacité prédictive du modele est tres
faible (RZ; = 0.06063).

cette question nous intéresse peu. Pour le mo-
dele factoriel, les nouvelles données pour la variable explicative sont une
des modalités. Le prédicteur pour une modalité est la moyenne empirique
associée aux données de la modalité. L'erreur de prévision est donc don-
née par l'intervalle de confiance pour l'estimateur de I'espérance d"une loi
normale de variance inconnue.
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Ma feuille de route pour 1’analyse de la variance a 1 facteur

1. Charger les données, vérifier que les variables sont bien de la nature atten-
due (variable réponse quantitative et variable explicative qualitative).

2. Exploration des données et calcul de statistiques descriptives.

3. Ecrire le modele linéaire. Appliquer la fonction 1m aux données pour ajus-
ter le modele.

4. Analyser les graphes de résidus pour valider ou invalider les hypotheses
du modeles.

5. Faire le test du modele global : si on ne rejette pas ’hypothese o, on arréte
la, le modele linéaire n’est pas adapté.

6. Sinon critiquer le modele, conclure.
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